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Abstract 

Let F n : X\ — ► X2 be a sequence of (multivalued) meromorphic 
maps between compact Kahler manifolds. We study the asymptotic 
distribution of preimages of points by F n and the asymptotic distribu- 
tion of fixed points for multivalued self-maps of a compact Riemann 
surface. 

Let (Z n ) be a sequence of holomorphic images of P s in a projective 
manifold. We prove that the currents, defined by integration on Z n , 
properly normalized, converge to weakly laminar currents. We also 
show that the Green currents, of suitable bidimensions, associated to 
a regular polynomial automorphism, are (weakly) laminar. 

1 Introduction 

L'une des motivations de notre travail est le probleme dynamique suivant. 
Soit / : X — > X une application rationnelle ou birationnelle sur une variete 
projective X de dimension k. Soient H + , H- des sous-varietes projectives de 
X, de dimensions respectives s, k — s et de degres fixes. II s'agit de trouver 
des conditions suffisantes pour que la suite des mesures /i n , equidistribuees 
aux points de f~ n (H + ) n f n (H^), tende vers une mesure invariante \i. Nous 
pensons que la mesure \i ne dependra pas de (H + , H_) generique et sera un 
objet dynamique inter essant. 

Notons Y l'espace (de parametres) des (H + ,H_). On peut construire 
les applications meromorphes multivaluees F n : X — ► Y telles que l'image 
reciproque de (H + ,H_) par F n soit egale a Pensemble f~ n {H + ) n / n (i?_). 
On peut alors ramener le probleme a l'etude de la distribution asymptotique 
des preimages des points par F n [TU] . 

On peut egalement approcher ce probleme d'une autre maniere [21 IT2]. 
On cherche a demontrer que les suites des courants d'integration sur les 



varietes f~ n {H + ) et f n {H_), proprement normalises, convergent vers des 
courants invariants T + et T_ . On attend que ces courants limites conservent 
des structures analytiques: ils sont constitues par des families de varietes 
complexes. On attend aussi que la mesure invariante T + A T_, coincide 
avec la mesure obtenue comme intersection geometrique des varietes qui 
constituent T + et T_ . On aura alors lim fi n = T + A T_ . 

Ces deux differentes approches ont donne E3 Ell des reponses par- 
tielles au probleme ci-dessus dans le cas des automorphismes polynomiaux 
reguliers au sens de Sibony. Notons qu'en dimension 2 les automorphismes 
polynomiaux reguliers sont ceux du type Henon {voir paragraphe 5 pour la 
definition). 

Dans la premiere partie de Particle, nous etudions la distribution des 
preimages d'une suite d'applications. Soient (X%, u±) et {X2, W2) des varietes 
kahleriennes compactes de dimensions respectives k\ et hi- Soit F n : X\ — > 
X2 des applications meromorphes (multivaluees). Notons d n le degre topologique 
et \ n le degre intermediaire d'ordre &2 — 1 de F n {voir paragraphe 2 pour 
les definitions). On suppose que la serie X^n^n 1 converge. Sodin, Rus- 
sakovskii, Shiffman ont montre, pour le cas des applications rationnelles 
entre espaces projectifs, que les preimages de F n sont equidistribuees lorsque 
n tend vers l'infini. Plus precisement, d~ F*(5 Z ) — d~ l F*{5 z i) tend faible- 
ment vers pour z, z' € X2 hors d'un ensemble pluripolaire £ , ou on a note 
S z la masse de Dirac en z. Le cas general de ce resultat a ete demontre dans 
[THj . Si (F n ) est la suite des iteres d'une application meromorphe (mul- 
tivaluee) / dont le degre topologique est plus grand que les autres degres 
dynamiques, £ est contenu dans une reunion denombrable d'ensembles ana- 
lytiques, voir Lyubich j^T], Briend-Duval HO], Guedj [H] et (3131101. De 
plus, d~ 1 F*{5 z ) converge vers la mesure d'equilibre fi de /. Cette mesure 
reflete aussi la distribution des points fixes repulsifs de F n {= f n ). 

Nous cherchons des conditions plus generates sur la suite (F n ) pour que £ 
soit contenu dans une reunion denombrable d'ensembles analytiques. Nous 
montrons que c'est le cas si la suite des courants postcritiques S n de F n 
{= 1/dn fois le courant d'integration sur les valeurs critiques de F n ) converge 
vers un courant S^. L'ensemble £ est alors essentiellement contenu dans 
{^(S'ocz) > 0} ou v{Soo,z) designe le nombre de Lelong de en z. Un 
theoreme de Siu [2Zj implique que ce dernier ensemble est une reunion finie 
ou denombrable d'ensembles analytiques. 

Nous etudions aussi la distribution des points fixes repulsifs dans le cas 
ou X\ et X2 sont egales a une surface de Riemann compacte X. Sup- 
posons de plus que, pour tout z £, d~ F*(5 Z ) tend faiblement vers une 
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mesure \i qui est singuliere par rapport a .Soo. Nous montrons que la mesure, 
equidistribuee aux points fixes repulsifs de F n , tend faiblement vers [i. Ce 
resultat eclaire le lien entre les ensembles postcritiques et l'equidistribution 
des points fixes repulsifs. En donnant un exemple, nous montrons que 
l'hypothese sur le rapport entre /j, et est necessaire. 

La demonstration des resultats ci-dessus utilise une methode developpee 
dans Lyubich [2^) Briend-Duval [1] et [HI El- H s'agit de construire, pour 
des petites boules centrees en un point generique X2 € X2, un bon nombre 
de F n -branches inverses dont on controle la taille. Plus precisement, nous 
construisons des applications inverses locales de F n qui sont definies sur 
les petites boules et qui admettent, comme images, des ensembles de petit 
diametre. L'equidistribution des preimages s'en decoule. Pour construire les 
points fixes repulsifs de F n : X — ► X, nous utilisons une idee de Lyubich 
|21| . Si U est un ouvert connexe et simplement connexe tel que fi(U) > 
1 — e/4 et 800(1/) « e, nous construisons (1 — e)d n Fn-branches inverses 
de U dont les images sont strictement contenues dans U. Une telle F n - 
branche inverse est contractible pour la metrique de Kobayashi sur U et, 
par consequent, cree un point fixe repulsif pour F n . 

Dans la deuxieme partie de Particle, nous etudions la laminarite de cer- 
tains courants positifs fermes. Soit (Z n ) une suite d'images de P s dans une 
variete projective X de dimension k. Supposons que la suite des courants 
d'integration sur Z n , proprement normalises, converge vers un courant T. 
Nous montrons que T est faiblement laminaire et est laminaire si s = k — 1 et 
si les singularites de Z n sont raisonnables. Rappelons la notion de laminarite 
introduite par Bedford-Lyubich-Smillie [21 El El- On dit qu'un courant posi- 
tif T de bidimension (s,s) est faiblement laminaire s'il est localement ecrit 
comme une integrale de courants d'integration sur des varietes complexes de 
dimension s. Si ces varietes sont des graphes disjoints, T est dit laminaire 
(voir paragraphe 5 pour les details). 

Nous utilisons aussi la construction de branches inverses pour prouver 
ce resultat. Plus precisement, nous considerons des projections F n de Z n 
sur un espace projectif P s . Les F n -branches inverses des ouverts de P s , avec 
taille controlee, forment des families normales de varietes complexes dans 
X. En passant a la limite, on obtient des varietes complexes qui constituent 
le courant T. 

Comme application, nous montrons que les courants de Green, de cer- 
taines bidimensions, d'un automorphisme polynomial regulier, est lami- 
naire ou faiblement laminaire. Nos resultats generalisent des theoremes 
de Bedford-Lyubich-Smillie [2] et de Dujardin |T2] qui ont etudie le cas des 
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courants de bidimension (1,1). La laminarite de courants de Green est 
aussi valable pour les automorphismes d'une variete projective quelconque. 
Notons que dans le cas des automorphismes du type Henon, la laminarite 
de courants de Green a permis de demontrer de nombreuses proprietes dy- 
namiques importantes (voir aussi [5J pour le cas des applications 

bimeromorphes sur les surfaces). Nous voulons enfin signaler que dans un 
travail recent [0] , de Thelin a montre que les limites de surfaces de Riemann 
ouvertes, de genres controles, sont aussi des courants laminaires. 

2 Quelques definitions 

Nous allons introduire dans ce paragraphe quelques notions sur les (semi)- 
transformations meromorphes entre varietes kahleriennes compactes. La 
notion de transformations meromorphes que nous utilisons ici correspond 
aux transformations de codimension de |1U| . 

Le lecteur trouvera aussi dans ce paragraphe les principales notations 
utilisees dans tout Particle. Les varietes kahleriennes compactes (X,u), 
(Xi,uji) et (X2,U2) sont de dimensions respectives k, k\ et fo- Leurs formes 
de Kahler sont normalisees par f x u k = f x u kl = Jjf 2 w 2 fc2 = 1. II i et II2 
sont les projections canoniques de X\ x X2 ou de X x X sur le premier et 
le second facteur. Les espaces projectifs complexes sont muni de la forme 
de Fubini-Study normalised wfs- Les notations S z , aire(.), diamQ, trace (.) 
designent la masse de Dirac, l'aire, le diametre et la trace. La notation || 
designe la masse d'un courant, la norme d'un vecteur ou d'un operateur 
lineaire. 

2.1. (Semi)-transformations meromorphes 

On appelle p-chaine holomorphe de X\ x X2 toute combinaison lineaire 
r := r 1 + - • -+r m ou les r* sont des sous-ensembles analytiques irreductibles 
de dimension p de X\ x X2. On ne suppose pas que les T l sont distincts. 
Notons |T| := UTi le support de T et [r] := ^[r*] le courant d'integration 
sur r. La multiplicite mult(r, z) de V en un point z est le nombre de T l qui 
contiennent z. 

On appelle semi-transformation meromorphe (STM) de X\ dans X2 la 
donnee d'une ^-chaine holomorphe V de X\ x X2 telle que la restriction de 
II2 a chaque composante irreductible de T soit surjective. On identifie cette 
STM a "1' application multivaluee" F := II20 (IIxip) -1 et on dira que T est le 
graphe de F. Lorsque la restriction de IIi a chaque composante irreductible 
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de T est surjective, F est une transformation meromorphe (TM). La TM 
F -1 : X 2 — ► X 1 de graphe T est appelee TM adjointe de F. Une TM 
entre varietes de meme dimension est appelee correspondance meromorphe 
(CM). Si F est une CM telle que le degre de Il^r soit egal a 1, F est une 
application meromorphe surjective de X\ dans X 2 . 

Soit F : X\ — ► X2 une STM. Notons I l'ensemble des points X2 S X2 tels 
que dimlLJ^a^nr > 1. C'est un sous-ensemble analytique de codimension 
au moins 2 de X 2 . II est appele deuxieme ensemble d'indetermination de F. 
On appelle degre topologique de F le nombre dt de points de ILJ 1 ^) H T, 
compte avec multiplicite, pour X2 £ X2 \I. Ce nombre ne depend pas de £2- 
II est aussi egal au nombre de points de F~ 1 (x 2 ) compte avec multiplicite 
ou F _1 := III o (n 2 |r) _1 - 

Posons F* : = (IIi)*(II 2 | r )* et := (n 2 )*(II 1 | r )*. L'operateur F* (resp. 
F*) agit sur l'espace des formes lisses sur X 2 (resp. sur X\) a valeurs dans 
l'espace des courants sur X\ (resp. sur X2). L'operateur F* agit aussi sur 
les mesures positives v qui ne chargent pas I. La masse de F*(y) est dt fois 
celle de v. On appelle degre intermediate d'ordre p de F le nombre 

5 p (F) := J [V] A Ul(^- p ) A n^(cof), < p < k 2 . 

On a 

<5 P (F) := / F^^Aul 
Jx 2 

Observons que les degres intermediaires se calculent cohomologiquement. 

Pour chaque point z£l', notons ^ l j(z) les germes d'ensemble analytique 
irreductible de T l en z. Soit rrii : j(z) le degre topologique de n 2 | r i^. Posons 

rii(z) := YK m i,j( z ) ~ !)• L'ensemble {rij > 1} est une hypersurface de T\ 
Soit C* la (&2 — l)-chaine holomorphe portee par cette hypersurface dont les 
multiplicites sont donnees par la fonction n«. Posons C := ^ C l . On appelle 
courant postcritique de F le courant S 1 := (H2)*[C]. 

Soit Kq un sous-ensemble connexe de X 2 - On appelle branche inverse 
de F^o toute suite B 

K-i, (K-i,i), K 

avec K-i un sous-ensemble connexe de T l , K-i := IIi(F_i) telle que II2 
definisse une bijection entre F_i et Kq. Si Kq n'est pas un ouvert de X2, 
on exige que 1' inverse t b de 1' application LT2 : K-i — ► Kq se prolonge en 
application holomorphe d'un voisinage de Kq dans T l . Si Fo est un ouvert 
de X 2 , on exige bien sur que t® est holomorphe. On dira que r B (resp. 
F B := ITi o t b ) est V application semi-inverse (resp. inverse) associee a la 
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branche B. On dira que B est de taille 5 si diam(i^_i) < S. L'ensemble 
K-i est appele I 'image de B. Considerons une branche inverse Bo d'un point 

x-i, (x_i,j),x . 

On dira que B est accrochee k Bq si xq E Kq, j = i et x-\ G i^-i- Etant 
donnee une branche inverse £>o de xo, par prolongement analytique, il y 
a au plus une branche inverse de Kq qui est accrochee a Bo- En partic- 
ulier, Kq admet au plus a\ branches inverses. Observons que C et S sont 
des obstructions pour construire les branches inverses des ensembles simple- 
ment connexes. Par contre, les points singuliers de P, dont les composantes 
irreductibles locales sont lisses, ne le sont pas. 

Considerons maintenant le cas ou X\ = X 2 = X et oil / est une CM 
de degre topologique dt de X dans X. On definit I'itere d'ordre n de f par 
f n := fo - ■ - of (n fois) ou la composition considered est celle des applications 
multivaluees. On appelle degre dynamique d'ordre p de / le nombre 

d p ^limsupppCT)] 1 /". 

n^oo 

Les degres dynamiques de / ne dependent pas de la forme de Kahler fixee 
pour X et on & dk = dt- 

Les points fixes de / sont determines par l'intersection de son graphe 
r avec la diagonale A de X x X. Soit B une branche inverse d'un point 
i £ I et soit f B V application inverse associee. Lorsque f B {x) = x on dit 
que B definit un point fixe regulier de /. Si, de plus, les valeurs propres de 
f B en x sont de module strictement inferieur a 1, on dit que ce point fixe 
est repulsif. Quand il n'y a pas de confusion, on note simplement x pour le 
point fixe. Les points periodiques reguliers (repulsif s) d'ordre n de f sont 
les points fixes reguliers (repulsifs) de f n . 

2.2. Suites de (semi)-transformations meromorphes 

Considerons une suite de STM F n : X\ — ► X 2 ■ Soient d n le degre topologique 
et A n le degre intermediaire d'ordre k 2 — 1 de F n . Notons S n le courant post- 
critique et I n le deuxieme ensemble d'indetermination de F n . 

Nous allons consider er les suites (F n ) verifiant une ou plusieurs des pro- 
prieties suivantes. 

(HI) La suite \rid~ 1 tend vers 0; 

(HI') La serie Xln>o^™^n 1 es ^ convergente; 
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(H2) La suite de mesures d n 1 F*(oJ2 ) tend faiblement vers une mesure \i\ 
on dira qu'alors \x est la mesure d'equilibre de la suite (F n ); 

(H3) La suite (S n ) tend faiblement vers un courant S^; on dira qu'alors 
^oo est le courant postcritique de la suite (F n ); 

Notons <?i l'ensemble des points X2 G X2 qui appartiennent a I n pour une 
infinite de n et £2 l'ensemble des points X2 € X2 \ £1 tels que la mesure 
/i n 2 := d~ F*^^) ne tende pas vers \i quand n — > 00. L'ensemble £1 
(resp. £2) est appele premier (resp. deuxieme) ensemble exceptionnel de 
(F n ). On dira aussi que £ := £1 U £2 est l'ensemble exceptionnel de (F n ). 
Posons £* := U n >oLi- C'est une reunion finie ou denombrable d'ensembles 
analytiques de codimension au moins 2 de X%. On a £1 C £*. Dans en 
generalisant des resultats de Sodin, Russakovskii-Shiffman |24| . nous avons 
montre, pour toute suite de TM verifiant (HI') et (H2), que l'ensemble 
exceptionnel est pluripolaire. 

3 Ensemble exceptionnel 

Dans ce paragraphe, nous demontrons que si une suite de TM verifie (HI), 
(H2), (H3), alors son ensemble exceptionnel est contenu dans une reunion 
finie ou denombrable d'ensembles analytiques. Nous avons le result at suiv- 
ant. 

Theoreme 3.1 Soit (F„) une suite de TM entre varietes kdhleriennes com- 
pactes (Xi,u%) et (Xg,^)- Supposons que (F n ) verifie (HI), (H2), (H3). 
Soient Soo le courant postcritique et £2 le deuxieme ensemble exceptionnel 
de (F n ). Alors £2 est contenu dans l'ensemble £| := {^(S^, X2) > 0} ou 
v{S 00 ,X2) designe le nombre de Lelong de en X2- 

Observons que pour toute suite (F n ) verifiant (HI), (H3), on peut ex- 
traire des sous-suites verifiant (H2). Par consequent, pour une telle suite, 

/i^ 2 — fin 2 — ► lorsque X2 , x' 2 S\ U £| . 

Soit / une CM d'une variete X comme au paragraphe 2.1. Si son degre 
topologique est strictement plus grand que son degre dynamique d'ordre 
&2 — 1, on peut appliquer le theoreme 3.1 a la suite des iteres de /. Dans ce 
cas, la suite (S n ) est croissante, bornee en masse. Done elle converge vers un 
courant Soo. On obtient alors des resultats de Lyubich [2^, Freire-Lopes- 
Mafie QS], Briend-Duval g] et H H QUI • 

Dans la demonstration du theoreme 3.1, nous construisons, pour chaque 
F n , un bon nombre de branches inverses sur des petites boules centrees en 
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un point x-i G X% \ £\ U £% . La taille de ces F n -branches inverses tend vers 
quand n tend vers l'infini et le theoreme 3.1 s'en decoule. Nous com- 
mengons par la construction de branches inverses pour une STM generale 
F : X\ — ► X2- Notons T = T l , d et A le graphe, le degre topologique et 
le degre intermediate d'ordre &2 — 1 de F. Notons I le deuxieme ensemble 
d'indetermination et S le courant postcritique de F. Posons il := (i _1 F*(LJi). 
Fixons un point X2 € X2 \I. Pour simplifier les notations et les calculs, nous 
allons considerer une carte de X2 contenant X2- Dans cette carte, les boules 
et la masse de courant seront definies ou mesurees avec la metrique euclidi- 
enne. Ceci ne changera pas le resultat. 

Soit 5q > une constante assez petite, que nous preciserons plus loin. 
Elle ne depend que de la geometrie de (Xi,cji). Soit B, ro la boule de centre 
X2 et de rayon tq . Fixons des constantes v > et 5 > telles que la masse de 
S et de Q dans B ro soient majorees par r^ 2 ~ 2 v et par r^ 2 ~ 2 5. La constante 
A, que nous utilisons dans la proposition suivante, sera donnee au lemme 
3.3. 

Proposition 3.2 Soit F : X\ — > X2 une STM comme ci-dessus. Soit e 
une constante, < e < 1. Supposons que v < A~ 1 e 2 /8 et 5 < 5q. Alors il 
existe r,0<r<rQ, independant de F tel que la boule B r admette au moins 
(1 — e)d branches inverses de taille b 1 ! 2 . 

Demonstration du theoreme 3.1. Soit X2 £ X2 \ (£1 U £|). On a 
v(S oa ,X2) = 0. II faut montrer que fi^ 2 tend faiblement vers /i. Quitte a 
extraire une sous-suite, on peut supposer que (F n ) verifie (HI'), X2 ^ £\ et 
que /i^ 2 converge vers une mesure fi X2 . 

Fixons des constantes e et v verifiant l'hypothese de la proposition 3.2. 
D" apres la definition du nombre de Lelong |28j et puisque S n — ► Soq, on peut 
choisir ro > assez petit tel que, pour n assez grand, la masse de S n dans 
B ro soit majoree par r^ 2-2 ^. Posons VL n := d~ 1 (F n ) :¥ uji. La masse de ce 
courant est d'ordre \ n d~ l . Puisque (F n ) verifie (HI), on peut appliquer la 
proposition 3.2 pour n assez grand. Notons B n j les i^-branches inverses de 
B r fournies par la proposition 3.2 et F ' nj ' les applications inverses associees. 
La condition (HI) implique que la taille de B n j tend vers quand n tend 
vers l'infini. 

D'apres [Hlj, puisque (F n ) verifie (HI') et (H2), £ est pluripolaire. On 

x' 

peut done choisir un point x 2 G B r tel que /i n 2 — > [a. Posons 

j 3 
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Quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer que (/2^ 2 ) et (fin 2 ) sont 
convergentes. Le fait que la taille de B n j tend vers implique que ces deux 
suites ont une meme limite. D'autre part, pour chaque n assez grand, le 
nombre des branches B n j est au moins egal a (1 — e)d n . Les masses des 

mesures positives (ix X2 — lim fl^ 2 ) et (fi — lim fin 2 ) sont done au plus egales a 
e. On en deduit que la masse de \x X2 — [i est majoree par 2e pour tout e > 0. 
D'ou \± X2 = \i. 

□ 

Dans la suite, nous demontrons la proposition 3.2. Pour simplifier la con- 
struction des branches inverses, on suppose que |T| est localement irreductible 
en tout point. Pour le cas contraire, il suffit d'utiliser une application 
r : r — > r afin de separer les composantes irreductibles locales de T et 
on remplace IIi, II2 par 111 o r et II2 o r. 

Soit Q la famille des droites complexes passant par x%. On munit Q de 
la structure de variete complexe naturelle. Puisque Q ~ P fc2_1 , on munit 
Q de la mesure de probability invariante naturelle ?i 2k2 ~ 2 . Notons A^(r) le 
disque de rayon r centre en X2 et contenu dans la droite Af , ^ £ Q. Notons 
aussi [A^(r)] le courant d'integration sur A^(r). 

Lemme 3.3 Soit T un courant positif ferme de bidegre (1,1), de masse 
r 2k2 ~ 2 M dans la boule B r . Notons Q(T,c) la famille des droites A^ telles que 
la masse de la mesure Tf] [Af (r)] soit majoree par c. Alors il existe une con- 
stante A>0 independante de e, T, M, r telle que H 2k2 ~ 2 (G(T, Ae~ l M)) > 
l-e/4. 

Demonstration. Par homothetie, on peut supposer que r = M = 1. Soient 
7r : B2 — > B2 l'eclatement de B2 en X2 et Bi := 7r~ 1 Bi. Fixons une metrique 
kahlerienne sur B2. Dans Bi, on peut ecrire T = dd c (/j ou ip est une fonction 
p.s.h. Definissons ir*(T) := dd c i^ o it. Ce courant ne depend pas du choix 
du potentiel tp et l'operateur ir* est continu sur l'ensemble des courants T 
[2*3] . Par consequent, la masse de ir*(T) est bornee par c ou c > est une 
constante independante de T. 

Notons A ? (l) Padherence de 7r~ 1 (A 5 (l)\{x 2 }). La masse de Tn [A ? (l)] 
est egale a celle de tt*(T) n [A^(l)]. Puisque la fibration de Bi, formee par 
les disques Ag(l), n'a pas de singularity, on peut appliquer la theorie de 
tranchage classique pour conclure ^3 4.3.2]. 

□ 

D'apres le lemme 3.3, il existe une famille Q' C Q avec TL 2k2 ~ 2 (Q') > 
1 — e/2 telle que pour tout ^ G Q' la masse de la mesure fl n [A^(ro)] soit 
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majoree par Ae 1 5 et celle de S n [A^(ro)] soit majoree par Ae 1 v < e/8. 
Pour construire les branches inverses de Ae(r), on a besoin du lemme suivant. 

Lemme 3.4 Soient E une surface de Riemann a bord lisse et A% le disque 
unite. Soit tt : E — ► Ai une application holomorphe lisse jusqu'au bord. 
Supposons que tt definisse un revetement de degre d sans points de ramifi- 
cation au bord. Soit m le nombre de points de ramification de tt comptes 
avec multiplicite. Alors E admet au moins d — 2m composantes connexes, 
irreductibles, sur lesquelles tt est de degre 1. 

Demonstration. Notons que tout point singulier de E est un point de 
ramification dans notre sens. Soient Ei,...,E s les composantes connexes 
de E et iTi la restriction de tt a Ej. Soient Xi l a caracteristique d'Euler de 
Ej, di le degre de tt{ et rrii le nombre de points de ramification de tti compte 
avec multiplicite. On a ^ <k = d et Yl m i = m - D'apres la formule de 
Riemann-Hurwitz [201 p. 105], on a \i = d{ — mi et done Ylxi = d — m. 
Puisque %i ^ 1) on a Xi = 1 pour au moins d — m indices i. On en deduit 
que Xi = 1 e t irii = pour au moins d — 2m indices i. Pour un tel indice i, 
on a di = Xi + mi = 1- 

□ 

Lemme 3.5 II existe r\ > independant de F tel que pour tout £ G Q' , 
A^(ri) admette au moins (1 — e/2)d branches inverses de taille \5 l l 2 . 

Demonstration. Soit S l l'image reciproque de A^(ro) par n 2 |ri. Quitte a 
perturber legerement ro, on peut supposer que le bord de E* est lisse et ne 
contient pas de point de ramification de n^i. Soit mi le nombre de points 
de ramification de n 2 |5>- La somme m := Yl m i es ^ egale a d fois la masse 
de S n [Ag(r )]. Done m < ed/8. Le lemme 3.4, applique aux E l , implique 
que A^(ro) admet au moins (1 — e/4)d branches inverses. 

L'aire totale de ces branches inverses est majoree par d fois la masse de 
la mesure n [A^(ro)]. Elle est done majoree par Ae~ 1 5d. On en deduit 
que pour au moins (1 — e/2)d branches inverses de A^(rg), l'aire est majoree 
par 4Ae~ 2 5. La preuve est completee par le lemme 3.6. 

□ 

Lemme 3.6 Soient 5± > une constante assez petite et Ar C C le disque 
de rayon R centre en 0. Alors, si r : Ai — > X\ est une application holo- 
morphe verifiant aire(r(Ai)) <8\, on a 
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1. Pour tout c > 0, il existe r, < r < 1, independent de t, tel que 
diam (r(A r )) < c^J aire(r(A!)); 

2. Pour tout r, < r < 1, il existe c > 0, independant de t, tel que 
diam (r(A r )) < c\J aire(r(Ai)); 

ou I'aire de r(Ai) est calculee en tenant compte les multiplicity des points. 

Ce lemme est du a Briend-Duval. La preuve est donnee pour le cas de 
l'espace projectif, elle est aussi valable pour le cas general [3]. On peut 
egalement montrer ce lemme en considerant une suite generale d'applications 
T n : Ai — > X\ avec lim aire(r n (Ai)) = 0. On montre que les valeurs 
adherentes de cette suite sont des applications constantes. Ceci permet 
d'appliquer la formule de Cauchy dans des cartes convenables pour conclure. 

Nous recouvrons X\ par un nombre fini de cartes biholomorphes a la 
boule unite de C fcl . Fixons la constante 5$ telle que tout ensemble de 

1/2 

diametre 25 Q soit contenu dans l'une des cartes. Dans la suite, nous allons 

1/2 

travailler avec des sous-ensembles de X\ de diametre plus petit que <5 . 
Nous pouvons done utiliser les metriques euclidiennes sur ces cartes pour 
simplifier les notations et les calculs. 

Notons T la famille des branches inverses de X2- Pour chaque £ £ Q' , 
notons J-g la famille des branches B £ T qui accrochent une branche inverse 
de taille \b x l 2 de A^(ri). D'apres le lemme 3.5, on a i^T^ > (1 — e/2)d. 
Notons Gb la famille des £ E Q' tels que A^(ro) admette une branche inverse 
accrochee a B. On a 

Y^H 2k2 - 2 {g B ) > (1 - e/2)dH 2k2 - 2 (G') > (1 - e/2fd. 

B 

Soit m le nombre d'elements B G T tels que Ti 2k2 ~ 2 (GB) > e/4. Puisque 
n 2k2 - 2 {G B ) < 1 pour tout B, on a 

(1 - e/2) 2 d < ^2 n 2k2 - 2 {GB) <m + (d- m)e/4. 
B 

D'ou m > (1 - e)d. 

Fixons une branche B parmi les m branches qui verifient Tl 2k ' 2 ~ 2 {GB) ^ 
e/4. Soient r et F" les applications semi-inverse et inverse associees a B. 
Ce sont des applications holomorphes au voisinage de X2- Pour terminer 
la preuve de la proposition 3.2, il suffit d'appliquer le lemme 3.7 arm de 
prolonger t b et F B en applications holomorphes sur B(x2,r) avec r : = 
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ur\. Les applications prolongees definissent alors une branche inverse pour 
B(x2,r) qui est de taille 5 1 / 2 . 

□ 

Lemme 3.7 [1, 26J Soit Q' une famille de droites passant par x 2 telle 
que TL 2k2 ~ 2 {Q') > e/4. Notons £ I 'intersection de ces droites avec la boule 
B(x2,?~i). Soit t une application holomorphe d'un voisinage de x 2 dans C k . 
Supposons que r se prolonge holomorphiquement sur n B(x2) r i) pour 
tout £ £ Q' . Alors il existe u > 0, dependant de e, mais independant de Q' 
et de t, tel que r se prolonge holomorphiquement sur H(x 2 ,uri). De plus, 
si on note encore r les prolongements holomorphes, on a 

sup \\t(x' 2 ) -t(x 2 )|| < sup \\t(x' 2 ) -t(x 2 )\\. 

En particulier, on a diamr(B(x2, ur\)) < 2diamr(S). 

Soient H l une p-chaine holomorphe, < p < k 2 — 1, a support dans P. 
Notons HI l'ensemble des points z G T l tels que la multiplicite de H l en z 
est plus grande ou egale au nombre de composantes irreductibles lisses de 
en z. Posons H := ^2,H l . 

Proposition 3.8 Sous Vhypothese de la proposition 3.2, il existe une con- 
stante v\ > independante de F telle que si la masse du courant ff _1 (Il2)*[-ff] 
dans B n , est majoree par r^v\t, B r / 2 admette au plus led branches inverses 

(avec Kq = B r / 2 ) qui verifient K-i n HI ^ 0. 

Demonstration. D'apres une inegalite du type Jensen |28| . la masse de 
d _1 (Il2)*[-ff] dans B r est majoree par r 2v v\e. D'apres une inegalite de Le- 
long, lorsque v\ est assez petit, tout sous-ensemble analytique de dimension 
p de B r qui rencontre B r / 2 , a un volume superieur a v\r 2v . Soit B une 
branche inverse de B r donnee par la Proposition 3.2. Notons B' la branche 
inverse 

de B r/ / 2 (= Kq) induite par B. Si la branche inverse B' verifie H' L B := K_\ n 
H\ ^ 0, la masse de (Il2)*[-ffg] est minoree par v\r 2p . Puisque la masse 
totale des (U2)*[H l B } est minoree par dr 2p v\e, il y a au plus ed branches 
inverses B verifiant cette propriete. La proposition en decoule. 

□ 
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4 Distribution de points periodiques 



Considerons une suite de CM (F n ) n >o de X dans lui-meme. Supposons que 
(F n ) verifie (H2). Notons FR n la famille des points fixes reguliers repulsifs 
de F n . Dans cette famille, on repete chaque point un nombre de fois egal a 
sa multiplicity. Posons 



Nous cherchons des conditions suffisantes pour que fL n tende faiblement vers 
la mesure d'equilibre ji de (F n ). Nous donnons dans le cas de dimension 1 
un critere satisfaisant. 

Theoreme 4.1 Soit X une surface de Riemann compacte lisse. Soit (F n ) 
une suite de correspondances de X dans X. Supposons que (F n ) verifie 



Alors ju n tend faiblement vers [i. 

Le cas de dimension superieure nous semble beaucoup plus complique. Lorsque 
(Fn) est la suite des iteres d'une CM F sur une variete de grande dimen- 
sion, pour demontrer un resultat analogue, on fait appel a une propriete de 
melange de F (SI El- Dans le theoreme 4.1, Phypothese (H4) est necessaire 
comme le montre l'example suivant. 

Exemple 4.2 Notons z une coordonnee affine de P . Soient F n : P 1 — > P , 
F n (z) := z n + z. La suite (F n ) verifie (HI), (H2), (H3). La mesure \i est 
egale a la mesure de probabilite invariante sur le cercle unite. La mesure 
Soo — A* est egale a la masse de Dirac en z = oo. L'hypothese (H4) n'est 
pas satisfaite. On verifie que ces applications n'admettent aucun point fixe 
regulier repulsif. 

Le lemme suivant donne une maj oration de nombre de points fixes au 
cas de dimension 1. Pour le cas de dimension superieure, on peut utiliser les 
arguments de la proposition 5.7. 

Lemme 4.3 Soit F une correspondance de graphe T sur une surface de Rie- 
mann compacte X. Soient d le degre topologique et A le degre intermediate 
d'ordre de F. Supposons que la diagonale A de X x X ne soit pas com- 
posante de T. Alors F admet au plus A + d + 2g\f\d points fixes, comptes 
avec multiplicites, oil g est le genre de X. 




zeFR, 



'71 



(HI), (H2), (H3) et 



(H4) la mesure Sqq est singuliere par rapport a /i. 
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Demonstration. Observons que d et A sont les degres de n 2 |r et rijip. 
L'operateur F* agit sur les groupes de Dolbeault 7i p ' q de X (on identifiera 
7i 1,0 avec l'espace des (1, 0)-formes holomorphes sur X). D'apres la formule 
de Lefschetz p. 314], le nombre de points fixes de F est egal a 

p = trace F|^ ,o + trace — 2Re(tracei 7 i^i,o) 

= A + d-2Re(traceK^i i0 ). 

Soit a une (l,0)-forme holomorphe non-nulle qui est un vecteur propre de 
F^i,o- Soit r] la valeur propre associee a a. Puisque degll 1 | r = A, on a 

F*(aAa) = (n x )* [(n 2|r )» A (H 2[r )*(a)] 

> A -1 [(ni)*(n 2 |r)*(a)] A [(ni)*(n 2 | r )*(a)] 
= X~ 1 F*(a) A F*(a) = \~ 1 \r/\ 2 (a A a). 

Or la masse de la mesure F*(a A a) est egale a d fois celle de a A a. On en 
deduit que \r]\ < y/\d. Done — Re(trace ^1^1,0) < g\f\d car dimW 1 ' = g. 

□ 

Demonstration du theoreme 4.1. L'hypothese (HI) implique que la 
multiplicite de la diagonale A de X x X dans le graphe T n de F n est de 
l'ordre 0{d n ). On peut done supprimer A dans les T n pour simplifier la 
preuve. 

D'apres le lemme 4.3, l'hypothese (HI) implique que #FR n < d n + 0(d n ). 
Par consequent, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que ju n 
converge vers une mesure /2 de masse au plus egale a 1. Fixons un e, < 
e < 1. H suffit de montrer que la masse de \i — fl est plus petite que e. 

Soit v > assez petit. Puisque est singuliere par rapport a /u, on 
peut trouver un ouvert U tel que 5' 00 (L r ) < u, Soo(dU) = 0, fJ>(U) > 1 — e/4 
et n(dU) = 0. En modifiant un peu l'ouvert U, on peut suposer qu'il est 
connexe et simplement connexe. II est done biholomorphe au disque unite 
de C. Choisissons aussi un ouvert U' CC U tel que fJ*(U') > 1 — e/4. 

Quitte a diminuer legerement la taille de U (lemme 3.6), on peut constru- 
ire, comme au paragraphe 3, pour n assez grand, (1 — e/4)d n F n -branches 
inverses de U, qui sont de taille 0(A n d n ). Notons B n j ces branches 
inverses et F® n 'i les applications inverses associees. 

Fixons un point x £ U\£. On a fj,^ — ► yu. Notons T n la famille des B n j 
telles que F B ^(x) G U' . Puisque fi(U') > 1 - e/4, on a #^*„ > (1 - e/2)d n 
pour n assez grand. De plus, comme B n j est de taille 0(\l/ 2 d n 1 ^ 2 ), on 
a F n >i(U) CC U pour n grand. La derniere relation implique que F" n 'i 
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admet un point fixe unique x n j et sa derivee en x n j est strictement inferieure 
a 1 en module. C'est done un point fixe repulsif de F n . 

Posons x' n j := F® n >i(x). Quitte a extraire une sous-suite, on peut 
supposer que d~ l ^ 5 X > . converge vers une mesure //. Puisque jfT n > 
(1 — e/2)d n et [i® — > (j,, la masse de la mesure positive fj, — // est inferieure 
a e/2. D'autre part, comme la taille de B n j tend vers 0, d" 1 ^25 Xnj tend 
aussi vers //. Done // < /I. On en deduit que la masse de fi — ju est majoree 
par e. La preuve du theoreme 4.1 est achevee. 

□ 



5 Courants laminaires 

Soit X une variete projective de dimension k. Soit (Z n ) une suite de sous- 
ensembles analytiques de dimension s de X. Nous cherchons des condi- 
tions suffisantes pour que les valeurs adherentes a la suite des courants 
d'integration sur Z n , proprement normalises, soient (faiblement) laminaires. 
Nous appliquons ce resultat pour montrer que les courants de Green, de cer- 
taines bidimensions, d'un automorphisme polynomial regulier, sont (faible- 
ment) laminaires. Rappelons d'abord la notion de laminarite introduite par 
Bedford, Lyubich, Smillie [H E21 El 

Un courant positif ferme T de bidimension (s,s) sur le polydisque 
est appele lamine s'il s'ecrit T = J[T a }dA(a) oh les T a sont des graphes, 
deux a deux disjoints, d'applications holomorphes, au-dessus de s directions 
du polydisque et ou A est une mesure positive portee par une transversale 
aux graphes. Un courant positif ferme T de bidimension (s, s) sur une 
variete V est appele uniformement laminaire si tout point x G V admet 
un voisinage biholomorphe a sur lequel T est lamine. Le courant T est 
dit laminaire sur V s'il existe une suite croissante de courants positifs (Tj), 
des ouverts Vi C V de mesure 2$ A u> s totale, tels que Tj soit uniformement 
lamines dans Vi pour tout i et tels que limTj = T. Si, dans les definitions 
precedentes, on ne suppose pas que les graphes sont disjoints, on dira qu'alors 
T est faiblement lamine, uniformement faiblement laminaire ou faiblement 
laminaire. 

Soient Y n des varietes projectives de dimension s, 1 < s < k — 1. Soient 
ip n : Y n — * X des applications holomorphes a fibres discretes et Z n leurs 
images. Notons m n (z) le nombre de composantes irreductibles locales de Z n 
en z. Nous faisons aussi l'hypothese que m n (z) = 1 pour z£2„ generique. 
On a m n {z) := f^tp~ x (z). Lorsque s = k — 1, Pensemble analytique (m n > 2) 
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est de dimension pure k — 1. Dans ce cas, notons S n la (k — l)-chaine 
holomorphe portee par (m n > 2) dont les multiplicites sont donnees par la 
fonction m n . Notons finalement v n (resp. c n ) le volume de Z n (resp. de S n ) 
et R l'ensemble des points adherents a la suite des ensembles (m n > 2). 

Theoreme 5.1 Supposons que Y n = ¥ s pour tout n. Soit T une valeur 
adherente de la suite de courants (f n ^ 1 [Z n ]). Alors T est faiblement laminaire 
sur X. Si s = k — 1, T est laminaire sur X \ R. Dans ce cas, si la suite 
(cnU" 1 ) est bornee ou si T ne charge pas R, il est laminaire sur X. 

Montrons d'abord la premiere partie du theoreme. Quitte a extraire une 
sous-suite, on peut supposer que la suite (v~ l [Z n \) converge vers T. Si (v n ) 
est bornee, T est porte par un ensemble analytique de dimension s. On 
peut done supposer que (v n ) tend vers l'infini. Puisque X est projective, 
on peut plonger X dans un espace projectif. Done on peut supposer que 
X = P fc . Fixons un sous-espace projectif / de dimension k — s — 1 de P fc tel 
que / n Z n = pour tout n. Notons tt : P k \ I — ► P s la projection de centre 
/. On definit cette projection de la maniere suivante. Fixons un sous-espace 
projectif P s dans ¥ k \I. Pour tout z G ¥ k \I, vr(z) est le point d'intersection 
de ¥ s avec le sous-espace projectif contenant I et passant par z. On choisit 
/ de sorte que T ne charge pas tt~ 1 (Y) pour tout sous-ensemble analytique 
propre Y de P s . Posons ip n := n o p n . Ce sont des applications holomorphes 
de P s dans P s . Notons d n le degre topologique de ip n . Observons que le 
degre de Z n est aussi egal a d n . Puisque v n ~ d n , quitte a extraire une 
sous-suite de (Z n ), on peut supposer que limv n /d n = c. 

Soit F n : P fe — > P s la STM dont le graphe est l'ensemble des points 
(z,7r(z)) avec z £ Z n . Le degre topologique de F n est egal a d n . Le degre 
intermediaire d'ordre s — 1 est egal au degre de F~ l (D) pour une droite 
projective generique D de P s . II est done aussi egal a d n . Le courant 
poster itique S n de F n est egal a celui de ip n . Par consequent, sa masse est 
bornee par s + 1 (voir j2^] ou proposition 5.3). On peut done supposer que 
la suite S n converge vers un courant Soo. On peut egalement supposer que 
la suite des courants U n := d~ 1 (F n )*(u;Fs) converge vers un courant Qoo. 
Fixons une constante r\ > assez petite. 

Lemme 5.2 Soit x S P s tel que v(Soc,x) = et ^(^00,2) = 0. Alors pour 
tout e > 0, il existe r > tel que, si n est assez grand, B(x,r) admette au 
moins (1 — e)d n F n -branches inverses de taille r\. 

Demonstration. Fixons une constante v > assez petite. D'apres la 
definition du nombre de Lelong [^S], si ro > est assez petit, les masses de 
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Soo et de r^oo sur B(x, 2tq) sont plus petites que r^ s ~ 2 v. Pour n assez grand, 
les masses de S n et de ft n sur B(x, ro) sont plus petites que Tq 5-2 ^. Puisque 
f est petit, le lemme se deduit directement de la proposition 3.2. 

□ 

On choisit une suite croissante de compacts (Ki) dont la reunion est 
egale a F s \ L ou L := {v(Soo,x) > 0} U {^(fioo,x) > 0}. D'apres un 
theoreme de Siu |27j . L est une reunion finie ou denombrable d'ensembles 
analytiques. Rappelons qu'on a choisi I tel que T ne charge pas 7r _1 (L). On 
recouvre les Ki par des families finies de boules By qui verifient le lemme 
5.2 pour e = Choisissons des ouverts connexes By C By a bord lisse 
par morceaux tels que 

1. Pour chaque i, les ouverts By- sont disjoints; 

2. Chaque ouvert B^ +1 • est contenu dans l'un des B£ -; 

3. T ne charge pas 7r (9BJ •); 

4. La reunion B^ := UfB^- verifie B f D iQ. 

Considerons les T n -branches inverses de B^ • qui sont de taille r\ (voir lemme 
5.2). Notons T n i la somme (en j) des courants d'integration sur les images 
de ces T n -branches inverses. Observons que, puisque rj est petit, la famille 
des applications holomorphes de B ■ • dans F k , dont les images sont de taille 
77, est normale. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que 
v~ T n> i converge, dans 7r _1 (B^), vers un courant uniformement faiblement 
laminaire cT quand n — > 00. Le choix des ouverts By- implique que la 
suite (T) est croissante. Comme elle est dominee par cT, elle converge vers 
un courant faiblement laminaire cT^. Par construction, on a T > et 
(T - T x ) A 7T*K S ) = sur F k \ I. 

Soient %' une autre projection generique de centre I'. On construit de 
la meme maniere un courant faiblement laminaire T^. Observons que, par 
construction, domine les Tj et done T^ > T^. Par symetrie, T^ = T^. 
On en deduit que (T — Too) M^O'^fs) = sur F k \F pour tout %' generique. 
Done T est egal au courant faiblement laminaire Too. 

Supposons maintenant que s = k — 1. On peut considerer X comme une 
sous-variete d'un espace projectif F k . Soient V et V des voisinages de R 
avec V CC V. On construit les T n -branches inverses et les courants Ty, 
Ti comme ci-dessus pour un r\ plus petit que dist(5V, dV). 
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Considerons uniquement les branches inverses de B^- dont les images 
intersectent X \ V. Les images des B£ • sont des morceaux de variete com- 
plexe de dimension k — 1 de diametre plus petit que dist(<9V, dV). Elles 
ne rencontrent pas V . Notons T' n i la somme des courants d'integration 
sur ces morceaux de variete. On a T' n i = T n j sur X \ V. Par definition 
de R, lorsque n est assez grand, les morceaux de variete definissant T' n i 

sont disjoints. Dans 7r _1 (B^) \ V , puisque s = k — 1, les differentes limites 
de suites de tels morceaux sont aussi disjointes. On en deduit que Tj est 
uniformement laminaire dans TT~ 1 (B' i ) \ V. Par suite, T est laminaire dans 
X \(IL)V) et done dans X \ R. Si T ne charge pas R, il est laminaire dans 
X. 

Supposons maintenant que la suite {c n v~ l ) soit bornee. On peut done 
supposer que la suite des courants <i~ 1 [S n ] converge vers un courant S'^. 
On peut appliquer la proposition 3.8 pour des petites boules dont les centres 
n'appartiennent pas a {v^^S 1 ^, z) > 0}. Ceci nous permet de construire 
des F n -branches inverses de B^ • qui ne rencontrent pas |E n | et done qui ne 
s'intersectent pas. On obtient, par consequent, que T est laminaire sur X. 

□ 

Le theoreme 5.1 est aussi valable pour les deux cas suivants oil on n'a 
pas necessairement Y n = ¥ s : 

1. Le fibre canonique Ky n de Y n est negatif pour tout n; 

2. Le groupe de Picard Pic(y n ) de Y n est isomorphe a Z et la classe de 
Chern c n de Ky„ verifient f c & n = 0(v n ). 

Dans le cas de dimension 1, la condition 2 ci-dessus equivaut au fait que le 
genre de Y n est de l'ordre au plus egal a 0(v n ) ^Bl p.216]. 

Pour la demonstration, il suffit de montrer que la masse du courant 
post critique associe a l'application i(j n := 7r o ip n est de l'ordre 0(v n ). La 
proposition suivante donne l'estimation necessaire. 

Proposition 5.3 Soient Y une variete projective de dimension s et c la 
classe de Chern de la fibre canonique Ky de Y . Soient ip : Y — > P s une 
application holomorphe a fibres discretes, d son degre topologique et S son 
courant postcritique. Alors, si Ky est negatif, la masse de S est majoree 
par (s + l)d. Si Pic(y) ~ Z et si Ky est positifi la masse de S est egale a 

(a + l)d + c( L - 1 ''(Jd') 1/ '. 

Demonstration. Notons R le diviseur de ramification de ip. Le courant S 
est egal au courant d'integration sur i/j*(R). Dans la suite, la notation [ | 
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designe les classes de cohomologie. Soit H un hyperplan de P s . La classe 
de Chern de Kp s est egale a — (s + 1)[H] p. 146]. D'apres la formule 
de Riemann-Hurwitz ^1 p. 62], on a [R] = (s + l)ip*[H] + c. Puisque 
■ip* o ip* = did, on a [S] = (s + l)d[-ff] + ifi*(c). On en deduit que si Ky est 
negatif, [S 1 ] < (s + l)d[iT]. Done la masse de S est majoree par (s + l)d. 

Supposons maintenant que Pic(Y) ~ Z et Ky est positif. II existe une 
constante positive A telle que c = Xip*[H]. On a [S] = (s + l)d[-ff] + d\[H]. 
D'autre part, puisque degip = d, on a f Tp*[H] s = d. Done J c s = d\ s . La 
proposition s'en decoule. 

□ 

Remarque 5.4 Dans le cas de dimension s = 1, les resultats ci-dessus sont 
demontres par Bedford-Lyubich-Smillie [2j, Dujardin ^2] et ils sont aussi 
valables quand X n'est pas une variete projective, voir de Thelin [S]. 

Nous allons maintenant donner une hypothese plus faible sur la suite 
(Z n ) telle que le theoreme 5.1 reste vrai. Ceci necessite l'introduction des 
objets assez sophistiques. Nous supposons pour simplifier que les Z n sont 
lisses mais la methode permet aussi de traiter le cas des varietes singulieres. 

Soit TX le fibre tangent holomorphe de X. Soit A k ~ s (TX) le fibre des 
(k — s, 0)-vecteurs tangents holomorphes. Notons Xj t _ s la projectivisation 
de A k ~ s (TX) et Hk- S '■ -X^fc-s — * X la projection canonique. Observons 
que les fibres de Hk- a sont des espaces projectifs de meme dimension. Soit 
Xk- S 1' ensemble des points [x,v] E Xk- S avec x S X et v un (k — s,0)- 
vecteur tangent simple ^1 pp. 23-4]. C'est une sous-variete de Xp.- S . Notons 
Z n l'ensemble des points [x,v] & H^_ s (Z n ) D Xk- S tels que le (k — s,0)- 
vecteur v ne soit pas transversal a la variete Z n . C'est une sous-variete de 
n^i s (Z n )nXfc_ s . Observons que les fibres de LT fc _ s |2 (resp. H k s ^ k ) sont 

des varietes (resp. des grassmanniennes) identiques. La fibre IT / 7j L s (x)nXfc„ s 
parametre les sous-espaces complexes de dimension k — s de l'espace tangent 
de X en x. 

Theoreme 5.5 Soient Z n des sous-varietes complexes de dimension s de 
volume v n d'une variete projective X de dimension k. Supposons que les 
volumes v n de Z n verifient v n = 0(v n ). Alors toute valeur adherente a la 
suite (u~ 1 [Z n ]) est un courant faiblement laminaire sur X. C'est un courant 
laminaire si s = k — 1. 

Demonstration. On reprend la demonstration du theoreme 5.1. Puisque 
X est projective, on peut la plonger dans un espace projectif. Pour simpli- 
fier la preuve, on peut supposer X = ¥ k . Notons G la grassmannienne qui 
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parametre les sous-espaces projectifs de dimension k — s de P . On associe 
tout (k — s,0)-vecteur simple v, tangent a P fc en x, au sous-espace projectif 
de dimension k — s passant par x et tangent a v. Ceci definit une applica- 
tion holomorphe <£ de Xk-s dans G. Posons Z n := <3?(Z n ). Cet ensemble 
parametre les sous-espaces projectifs de dimension k — s qui n'intersectent 
pas Z n transversalement. L'hypothese sur v n implique que les volumes v n 
des Z n verifient v n = 0{v n ). Dans les notations du theoreme 5.1, ceci 
implique que les courants S n sont de masse uniformement bornee pour ir 
generique. En effet, l'ensemble des fibres de it correspond a une sous-variete 
V n de G. C'est le degre de V n n Z n qui donne l'estimation de masse pour 
S n . Le theoreme 5.5 se demontre exactement comme le theoreme 5.1. 

□ 

Considerons a present un automorphisme polynomial / de C k . On peut 
prolonger cet automorphisme en une application meromorphe de P fc dans 
P fc . Notons aussi / et / _1 les prolongements de / et Soient d± et I± 
le degre algebrique et l'ensemble d'indetermination de / . On dit que / 
est regulier (au sens de Sibony) si 1+ Pi J_ = 0. Dans le cas de dimension 
k = 2, ce sont les automorphismes du type Henon. Sibony a montre 
qu'il existe un s, 1 < s < k — 1 tel que dim/ + = s — 1, dimi_ = k — s — 1 
et d^T s = d s _. Les ensembles d'indetermination de / ±n sont aussi egaux a 
I±. Sibony a construit les courants de Green T± de bidegre (1,1) associes 
a / ±x et montre que les produits exterieurs I? AT?, avec 0<p<A; — set 
< q < s, definissent des courants non-nuls, positifs, fermes et invariants 
par /. Ces courants ne chargent pas les sous-ensembles analytiques propres 
de F k . D' apres un theoreme de Russakovskii-Shiffman |24[ llflj. si H± sont 
des sous-espaces projectifs generiques de dimensions respectives s et k — s, les 
suites de courants d~ {k ~ s)n (f n )*[H + ] et dZ sn (f~ n )* [HJ\ tendent faiblement 
vers T k ~ s et Tf. Le resultat suivant generalise un theoreme de Bedford- 
Lyubich-Smillie [2]. 

Corollaire 5.6 Les courants T k ~ s et Tt sont faiblement laminaires. Si 
s = k — 1, le courant T + est laminaire, si s = 1, le courant T_ est laminaire. 

Demonstration. Soit H + un sous-espace generique de dimension s qui 
n'intersecte pas I_. Les applications f~ n sont holomorphes sur H + . Con- 
siderons la suite d'ensembles analytiques Z n := f~ n (H + ). On a T k ~ s = 

limd + ^ s ^ n [Z n ]. Le theoreme 5.1 implique que T k ~ s est faiblement lami- 
naire. Si s = k — 1, l'ensemble R associe a la suite (Z n ) est contenu dans 
l'hyperplan a l'infini qui n'est pas charge par T + . Done T + est laminaire. 
La preuve est identique pour Tt . 
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□ 

Considerons maintenant un automorphisme holomorphe / d'une variete 
projective complexe X de dimension k. Pour tout < p < k, il existe 
une constante d p > 1 et un entier l p > tels que la norme de f n * sur le 
groupe de Dolbeault TL P,P (X, C) soit de l'ordre n lp dp. Ceci se voit aisement 
avec la forme de Jordan de la matrice associee a /*. On dira que d p est 
le degre dynamique d'ordre p de /. On a do = cZ& = 1 et Iq = 1^ = 0. 
D'apres un theoreme de Khovanskii- Teissier, la suite (d p ) est concave |19| . 
En particulier, si d p > d p+ \, on a d p > max g > p+ i d q . 

Observons que si Z est un sous-ensemble analytique de dimension k — p 
de X, le volume de f~ n (Z) est de l'ordre au plus egal a n lp dp. Pour estimer 
les normes de f n * sur H. p ' q (X, C), nous avons la proposition suivante. 

Proposition 5.7 existe c > tel que pour tout n > 1 la norme A Pt q tn de 
f n * surH p > q {X,C) verifie 

A 2 < cn lp+lq d n d n 
En particulier, le rayon spectral r PtQ de f* sur Tt p,q (X, C) verifie 



r p,q — V d p dq. 

Demonstration. Fixons une forme de Kahler u sur X. Rappelons que 
d'apres la theorie de Hodge 18, p.116], H p ' q (X,C) - W>p(X, C). On en 
deduit que A p ^ n = A q)P)n . On peut done supposer p < q. Soit ip (resp. 
ip) une (p, g) -forme (resp. (g,p)-forme) lisse 0-fermee sur X. Considerons 
Pautomorphisme F de X x X defini par F(x,y) = (f(x),f(y)). Posons 
$ := (p(x) A ip(y) et £1 := + uj(y). II suffit de majorer la norme de la 
classe F n *[$] dans H p+q ' p+9 (X xX,C). Fixons une (2k -p- q, 2k -p- q)- 
forme positive fermee O sur X x X. Par la dualite de Poincare |18l p. 53], 
il faut seulement estimer Pintegrale J i ?n *(<I>) A 0. Observons que $ s'ecrit 
localement comme combinaison C-lineaire de (p + q,p + g)-formes positives 
qui sont faiblement majorees par us p (x) /\ui p (y) /\(ui q ~ p (x)+u) q ~ p (y)) . D'autre 
part, O est aussi majoree par un multiple de Q? k ~ p ~ q . D'ou 



f F n *($)A0 
JXxX 



< 



XxX 



f n *u; p (x) A r*u p {y) A 

A (f n *uj q - p (x) + f n *u q - p (y)) A n 2k ~ p - q 



f n *uj p A uj k - p ^j ( J f n *LO q A u k 



< n lp+l «dZ<%. 
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La proposition en decoule. 

Nous rappelons ici la notion de positivite faible utilisee ci-dessus. Une 
(s,s)-forme Vl/ sur X est positive si, pour tout z € X, ^(z) s'ecrit comme 
somme de (s, s)-vecteurs de la forme 

iai A a% A ... A ia s A a s 

ou les aj sont des (1, 0)-vecteurs cotangents de I en z. On dira que \l/ 
est faiblement positive si en tout point z £ X et pour tous (1, 0)-vecteurs 
cotangents ay on a 

Vl/ A iai A ai A ... A ia>k- s A o7fc_ s > 0. 

Toute (s, s)-forme lisse sur X s'ecrit comme combinaison lineaire, a coef- 
ficients dans C°°(X), de formes positives. On dit que ^ est faiblement 
dominee par \T/' si \T/' ± ^ sont faiblement positives. Notons (zi,... ,Zk) 
des coordonnees locales de X en z et dzj := dz^ A . . . Adzj s pour tout multi- 
indice I = (i±, . . . ,i s ). On peut verifier que les parties reelle et imaginaire 

2 

de dzi A dzj sont faiblement dominees par des combinaisons de i s dzj A dz/ 

2 

et de i s dzj A dzj. 

La forme $ sur X x X, consideree precedemment, s'ecrit localement 
comme combinaison lineaire, a coefficients dans C°°(X x X), de formes du 
type dxi A dxji A dyj' A dyj avec |/| = | J| = p et |J| = | J'| = q. Ses 
parties reelle est imaginaire sont done faiblement majorees par un multiple 
de ujP(x) A uj p (y) A (ufl-*{x) + co q -P{y)). 

□ 

Remarque 5.8 Lorsque l'ensemble des points periodiques de / n'a pas de 
composante de dimension strictement positive, la proposition ci-dessus per- 
met d'estimer le nombre de points periodiques d'ordre n en fonction de n. II 
suffit d'appliquer la formule de Lefschetz 17, p. 314] et ceci est valable aussi 
pour le cas ou / est une application meromorphe. 

Corollaire 5.9 Soit f un automorphisme holomorphe sur une variete pro- 
jective X de dimension k comme ci-dessus. Soit Z une sous-variete de 
dimension s de X. Supposons que dk- s > ^fc-s+i- Alors toute valeur 
adherente de la suite (n~ lk - a d~^™ s {f~ n (Z)]) est un courant faiblement lami- 
naire. C'est un courant laminaire si s = k — 1. 

Demonstration. On peut supposer que le volume de f~ n {Z) est de l'ordre 
n lk - 3 d^_ s . Autrement, le courant limite est nul. Posons Z n := f~ n (Z). 
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D'apres le theoreme 5.5, il suffit de montrer que le volume de Z n est de 
l'ordre n lk - a d n :_ s . 

Rappelons que les fibres de Tlk- S sont isomorphes a un espace projectif 
P^. Notons r la dimension de Z n . On a r = (k — s + l)s > k et dimX^„ s = 
N + k. L' application / induit un automorphisme F sur X^_ s qui preserve 
la fibration T donnee par Soit f2 une (r, r)-forme strictement positive 

et fermee sur X^-s- H f au t estimer J[Z n ] A ft. Posons f2 n := (i 7 "™)^. On a 

J[Z n ]An = J {F n )*[Z] A = J £l n A [Z]. 

Observons que H p > q (F N ,C) est nul si p / g et H P ' P (F N ,C) - C. Le 
group e H 2p (¥ N ,Z) est isomorphe a Z et est engendre par la classe d'un 
sous-espace projectif de dimension N — p. Ceci implique que Taction du 
groupe tvi(X) sur les cohomologies des fibres de T, est triviale. L'action de 
F, elle aussi, est triviale sur les cohomologies des fibres de T . D'apres la 
theorie de suites spectrales de Leray et un theoreme de Deligne ^El pp. 438- 
68], il existe un morphisme bijectif r qui commute avec les actions de / et 
de F 

r: H 2r (X k _ s ,C)^ Y, K p > q (X,C)- 

0<p,q<k 
P+q pair 

Le membre a droite est isomorphe a 

5^ n p ' q (x, c) ® c n 2r ~ p - q (F N , c). 

0<p,q<k 
p+q pair 

Notons r Pj(? la projection de TL 2r '(-Xfc- s >C) sur Tt p ' q (X,C). Posons aussi 
Cp,q • — ^p,g[^] et Cpq^n . — 7p,q[^n]' On a Cyq^ n — (/ )*(cp ) q). II reste a 
estimer / r~ x (c v ^ n ) A \Z\. 

La fibration T est localement isomorphe a un produit. Si U est un 
ouvert assez petit de X, on a Ilr^ (?7) ~ U x F^. La classe r _1 (c p .g in ) 
peut-etre representee par une forme qui s'ecrit localement comme somme 
de formes du type r\ A ip ou r\ est une forme sur EI^_ S (C/') et ou V est une 
forme sur U de bidegre (p,q). Par consequent, lorsque max(p, q) > s, on a 
J" T _1 (c Pj(?ira ) A [Z] = car nfc_ s (Z) est de dimension s. 

II suffit maintenant de majorer (/ n )*c Pj q pour p < s et q < s. Observons 
que la norme de /* sur W P ><?(X, C) est egale a celle de /* sur H k - p > k - q (X, C). 
D'apres la proposition 5.7, on a ||(/ n )*c Pi g|| < n lk ~ s d v :_ s car c4_ s > d OT pour 
tout m > k — s. La preuve du corollaire est achevee. 

□ 
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Le corollaire 5.9 n'affirme pas que la suite (n~ k ~ 3 dZ™ [f~ n (Z)]) converge. 
Nous renvoyons le lecteur a ^3 pour l'etude de la convergence de cette 
suite vers des courants invariants ainsi que pour les proprietes dynamiques 
de courants limites (courants de Green). 
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